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( Задача 1 ) Линейное однородное уравнение 1-ого порядка

1 Линейное однородное уравнение 1-ого порядка

ПРОВЕРЕНО

Найти общее решение линейного однородного уравнения 1-ого порядка

ctg x
∂U

∂x
+ (y + 2 cos2 x · ctg x)

∂U

∂y
= 0

Решение.

Составим характеристическое уравнение

y′ =
y + 2 · cos2 x · ctg x

ctg x

y′ =
y

ctg x
+ 2 cos2 x

y′ − y

ctg x
− 2 cos2 x = 0

Решим его:
y′ − 1

ctg x
y = 0

dy

dx
=

y

ctg x

dy

y
=

dx

ctg x

После не сложных вычислений получим:

ln |y| = ln

∣∣∣∣ C

cosx

∣∣∣∣
y =

C

cosx

C = C(x)

C ′(x)

cosx
+
C(x) sinx

cos2 x
− C(x) sinx

cos2 x
= 2 cos2 x

C ′(x)

cosx
= 2 cos2 x
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( Задача 1 ) Линейное однородное уравнение 1-ого порядка

C ′(x) = 2 cos3 x

Тогда:
C ′(x) = 2 cos3 x

C(x) = 2

∫
cos3 xdx = 2

∫
(1−sin2 x)d sinx = 2

∫
d sinx−2

∫
sin2 x sinx = 2 sin x−2

3
sin3 x+C1

Значит:
C(x) = 2 sinx− 2

3
sin3 x+ C1

Так как,

y =
C

cosx

y =
2 sinx− 2

3
sin3 x+ C1

cosx

y cosx = 2 sin x− 2

3
sin3 x+ C1

y cosx−
(

2 sinx− 2

3
sin3 x

)
= C1

Таким образом:

u(x, y) = F

(
y cosx−

(
2 sinx− 2

3
sin3 x

))
Ответ:

u(x, y) = F

(
y cosx− 2 sinx+

2

3
sin3 x

)
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( Задача 2 ) Дифференциальное уравнения второго порядка

2 Дифференциальное уравнения второго порядка

ПРОВЕРЕНО

Определить тип уравнения 2-ого порядка и привести его к каноническому виду в
области гиперболичности:

3uxx − 4uxy + 4uyy − 3ux + uy = 0

Решение.

• Вычислим дискриминант:
D = 4− 3 = 1 > 0

Значит, уравнение — гиперболического типа

• Составим характеристическое уравнение.

3dy2 − 4dydx+ dx2 = 0

То есть (
dy

dx

)2

− 4

3
· dy
dx

+
1

3
= 0

Решая последнее, получим:[ ( dy
dx

)
1

= −1
3(

dy
dx

)
2

= −1[
y1 = −1

3
x+ C1

y2 = −x+ C2[
C1 = y + 1

3
x

C2 = y + x

• Введём новые переменные

ζ = y + 1
3
x

η = y + x
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( Задача 2 ) Дифференциальное уравнения второго порядка

• Проверим корректность ζ η:∣∣∣∣ ζx ζy
ηx ηy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
3

1
1 1

∣∣∣∣ = −1

3
− 1 = −4

3
6= 0

Корректны. Значит функции

ϕ(x, y) = ζ
ψ(x, y) = η

— независимы

• Перепишем исходное уравнение в новых переменных

1. ux = uζζx + uηηx ⇒ ux = uη + 1
3
uζ

Аналогично:

uy = uη + uζ
uxx = uηη + 1

9
uζζ + 2

3
uζη

uxy = uηη + 1
3
uζζ + 4

3
uζη

uyy = uηη + uζζ + 2uζη

2. Подставим в исходное:

3

(
uηη +

1

9
uζζ +

2

3
uζη

)
−4

(
uηη +

1

3
uζζ +

4

3
uζη

)
+(uηη+uζζ+2uζη)−3(uη+

1

3
uζ)+(uη+uζ)

3. Раскрывая скобки и приводя подобные получим:

4

3
uζη = −2uη

uζη = −3

2
uη

Получили первую каноническую форму уравнения гиперболического типа.

Ответ: Тип: гиперболический
Канонический вид: uζη = −3

2
uη
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( Задача 3 ) Неоднородное волновое уравнение

3 Неоднородное волновое уравнение

ПРОВЕРЕНО

Методом разделения переменных решить задачу для неоднородного волнового урав-
нения: 

utt = a2uxx + Ax+B, 0 < x < l, t > 0

ux(0, t) = 0, t > 0

ux(l, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = U, x ∈ [0, l]

ut(x, 0) = V, x ∈ [0, l]

Решение.

Пусть (по заданию): 
A = 2

B = 1

U = 1

V = 0

Тогда 

utt = a2uxx + 2x+ 1, 0 < x < l, t > 0

ux(0, t) = 0, t > 0

ux(l, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 1, x ∈ [0, l]

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, l]

Пусть: u = v + w При этом, w = 1 + t Тогда, подставляя в начальное, получим:

vtt = a2vxx + 2x+ 1, 0 < x < l, t > 0

vx(0, t) = 0, t > 0

vx(l, t) = 0, t > 0

v(x, 0) = 0, x ∈ [0, l]

vt(x, 0) = 0, x ∈ [0, l]
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( Задача 3 ) Неоднородное волновое уравнение

Пусть v = X · T тогда
X · T ′ = a2X ′′ · T + 2x+ 1

Далее


X ′′ + λX = 0

X ′(0) = 0

X ′(l) = 0

⇒ Xn = cos πnx
l

и λn =
(
πnx
l

)2
Таким образом получим:

∞∑
0

T ′′n · cos
πnx

l
= −

∞∑
0

(πna
l

)2

· Tn · cos
πnx

l
+
∞∑
0

[2x+ 1] · cos
πnx

l

Найдём [2x+ 1]n,

[2x+ 1]n =
2

l
·

l∫
0

(2x+ 1) cos
πnx

l
dx

после несложных выкладок (взятие интеграла по частям)

[2x+ 1]n =
4l((−1)n − 1)

π2n2

Таким образом:

T ′′n = −
(πna

l

)2

· Tn +
4l((−1)n − 1)

π2n2

Запишем как систему: 
T ′′n +

(
πna
l

)2 · Tn = 4l((−1)n−1)
π2n2

Tn(0) = 0

T ′n(0) = 0

Найдём T , как
T = Tоо + Tчн

Тогда:

Tоо = C1 cos πna
l

+ C2 sin πnx
l

Tчн = C3

Подставляя в главное, найдём

C1 = −C3

C2 = 0

C3 =
4l((−1)n−1)

π2n2

(πnal )
2
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( Задача 3 ) Неоднородное волновое уравнение

Значит
C1 = −

4l((−1)n−1)

π2n2

(πnal )
2

C2 = 0

C3 =
4l((−1)n−1)

π2n2

(πnal )
2

Tn = cos
πna

l
·

4l((−1)n−1)
π2n2(
πna
l

)2 +
4l((−1)n−1)

π2n2(
πna
l

)2 , n ∈ {0} ∪ Z

V =
∞∑
0

cos
πnx

l
·

(
cos

πna

l
·

4l((−1)n−1)
π2n2(
πna
l

)2 +
4l((−1)n−1)

π2n2(
πna
l

)2
)
, n ∈ {0} ∪ Z

U = 1 + t+
∞∑
0

cos
πnx

l
·

(
cos

πna

l
·

4l((−1)n−1)
π2n2(
πna
l

)2 +
4l((−1)n−1)

π2n2(
πna
l

)2
)
, n ∈ {0} ∪ Z

Тогда можно записать ответ:
Ответ:

U = 1 + t+
∞∑
0

cos
πnx

l
·

(
cos

πna

l
·

4l((−1)n−1)
π2n2(
πna
l

)2 +
4l((−1)n−1)

π2n2(
πna
l

)2
)
, n ∈ {0} ∪ Z
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( Задача 4 ) Неоднородное уравнение теплопроводности

4 Неоднородное уравнение теплопроводности

ПРОВЕРЕНО

Методом разделения переменных решить задачу для неоднородного уравнения теп-
лопроводности: 

ut = a2uxx + 4xt+ 1, 0 < x < 0, t > 0

ux(0, t) = 2t2, t > 0

u(1, t) = t, t > 0

u(x, 0) = cos 5π
2
− cos 7π

2
, x ∈ [0, 1]

Решение.

Пусть: u = v + w

w = A(t)x+B(t)

wx(0, t) = A(t);A(t) = 2t2

w(1, t) = 2t2 +B(t);B(t) = −2t2 + t

Таким образом
w = 2t2x− 2t2 + t

wt = 4tx− 4t+ 1

Подставим в исходное, получим:
v′t = a2v′′xx+ 4t

v′x(0, t) = 0

v(1, t) = 0

v(x, 0) = cos 5π
2
− cos 7π

2
, x ∈ [0, 1]

Пусть v = X · T тогда
X · T ′ = a2X ′′ · T + 4t

Далее


X ′′ + λX = 0

X ′(0) = 0

X(1) = 0

⇒ Xn = cos (2n+1)πx
2
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( Задача 4 ) Неоднородное уравнение теплопроводности

λn =
(

(2n+1)
2

)2

Так как v = X · T , т. е. v(x, t) = X(x) · T (t), то

v(x, t) =
∞∑
n=0

Tn cos
(2n+ 1)πx

2

Таким образом:

∞∑
n=0

T ′n cos
(2n+ 1)πx

2
= −

∞∑
n=0

a2

(
(2n+ 1)π

2

)2

·Tn cos
(2n+ 1)πx

2
+
∞∑
n=0

[4t]n·cos
(2n+ 1)πx

2

где

[4t]n = 2

1∫
0

4t cos
(2n+ 1)πx

2
dx =

16t

2n+ 1
· sin (2n+ 1)π

2

Следовательно,

T ′n +

(
(2n+ 1)πa

2

)2

Tn = Zn

Zn =
16t

2n+ 1
· sin (2n+ 1)π

2

Далее: 
T ′n +

(
(2n+1)πa

2

)2

Tn = Zn

T2(0) = 1

T3(0) = −1

Tn(0) = 0; n 6= 2, n 6= 3

Решим

T ′n +

(
(2n+ 1)πa

2

)2

Tn = Zn

T ′n +

(
(2n+ 1)πa

2

)2

Tn = 0

Tоо,n = C1,ne
−(λ·a)2t

Tоо,n = C1,ne
−( (2n+1)πa

2 )
2
t

Tчн,n = C2,nt+ C3,n
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( Задача 4 ) Неоднородное уравнение теплопроводности

Необходимо найти C1,n, C2,n, C3,n.
Подставим Tчн,n в Однородное ДУ:

C2,n +

(
(2n+ 1)πa

2

)2

(C2,nt+ C3,n)− Zn = 0

C2,n +

(
(2n+ 1)πa

2

)2

(C2,nt+ C3,n)− 16t

2n+ 1
· sin (2n+ 1)π

2
= 0

Из этого получим:

C2,n =
16

2n+ 1
· sin (2n+ 1)π

2
· 1(

(2n+1)πa
2

)2

C3,n = − 16

2n+ 1
· sin (2n+ 1)π

2
· 1(

(2n+1)πa
2

)4

• при n = 2, T2(0) = 1

C1,n = 1 +
16

5
· 1(

5πa
2

)4
• при n = 3, T3(0) = −1

C1,n = −1− 16

7
· 1(

7πa
2

)4
• при n 6= 2;n 6= 3;, Tn(0) = 0

C1,n = −C3,n =
16

2n+ 1
· sin (2n+ 1)π

2
· 1(

(2n+1)πa
2

)4

Тогда, при

v(x, t) =
∞∑
n=0

Tn cos
(2n+ 1)πx

2

Tn = C1,ne
−( (2n+1)πa

2 )
2
t + C2,nt+ C3,n
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( Задача 4 ) Неоднородное уравнение теплопроводности

Получим:

v(x, t) = cos (5n+1)πx
2

·
(
C1,2 · e−( (2n+1)πa

2 )
2
t + C2,2t+ C3,2

)
+ cos (7n+1)πx

2
·
(
C1,3 · e−( (2n+1)πa

2 )
2
t + C2,3t+ C3,3

)
+

∞∑
n=0;n 6=2;n6=3;

cos (2n+1)πx
2

·
(
C1,n · e−( (2n+1)πa

2 )
2
t + C2,nt+ C3,n

)
В таком случае запишем ответ.
Ответ:



u(x, t) = 2t2x− 2t2 + t+ cos (5n+1)πx
2

·
(
C1,2 · e−( (2n+1)πa

2 )
2
t + C2,2t+ C3,2

)
+ cos (7n+1)πx

2
·
(
C1,3 · e−( (2n+1)πa

2 )
2
t + C2,3t+ C3,3

)
+

∞∑
n=0;n6=2;n6=3;

cos (2n+1)πx
2

·
(
C1,n · e−( (2n+1)πa

2 )
2
t + C2,nt+ C3,n

)

C1,n =


1 + 16

5
· 1

( 5πa
2 )

4 n = 2

−1− 16
7
· 1

( 7πa
2 )

4 n = 3

16
2n+1

· sin (2n+1)π
2
· 1

( (2n+1)πa
2 )

4 n ∈ Z n 6= 2, 3

C2,n = 16
2n+1

· sin (2n+1)π
2
· 1

( (2n+1)πa
2 )

2 n ∈ Z

C3,n = − 16
2n+1

· sin (2n+1)π
2
· 1

( (2n+1)πa
2 )

4 n ∈ Z

12



( Задача 5 ) Задача для уравнения Пуассона в кольце

5 Задача для уравнения Пуассона в кольце

ПРОВЕРЕНО

Решить методом разделения переменных следующую задачу для уравнения Пуассона
в кольце 0 < a < ρ < b, при m = 1, 2, 3.


∆u(ρ, ϕ) = 4 + 12ρ2

u(a, ϕ) = m

u(b, ϕ) = 2m

(1)

Решение.

Пусть u = v + w.
∆v(ρ, ϕ) = 4 + 12ρ2

v(a) = 0

v(b) = 0

(2)


∆w(ρ, ϕ) = 0

w(a, ϕ) = m

w(b, ϕ) = 2m

(3)

1 Разберёмся с v

Заметим, что v(ρ, ϕ) = v(ρ)
Распишем оператор Лапласа ∆u(ρ, ϕ) = 4 + 12ρ2:

u′′ρρ +
1

ρ
u′ρ +

1

ρ2
uϕϕ = 4 + 12ρ2 (4)

u′′ρρ +
1

ρ
u′ρ = 4 + 12ρ2 (5)

13



( Задача 5 ) Задача для уравнения Пуассона в кольце


ρv′′ρρ + v′ρ = 4ρ+ 12ρ3

v(a) = 0

v(b) = 0

(6)

Введём замену:

v′ρ = X v′′ρρ = X ′ρ ρX ′ρ +X = 4ρ+ 12ρ3 (7)

Пусть X = m · n
ρm′ · n+ ρm · n′ +m · n = 4ρ+ 12ρ3

ρm′ · n+m(ρn′ + n) = 4ρ+ 12ρ3

ρn′ + n = 0

Опуская, не сложные вычисления:
n = 1

ρ

Далее, получим:
m′ = 4ρ+ 12ρ3

m = 2ρ2 + 3ρ4 + C1

Тогда: X = m · n = 2ρ+ 3ρ3 + C1

ρ

v′ρ = 2ρ+ 3ρ3 + C1

ρ
Тогда: v = ρ2 + 3

4
· ρ4 + C1 ln ρ+ C2 Подставим :

v(a) = a2 + 3
4
· a4 + C1 ln a+ C2 = 0

v(b) = b2 + 3
4
· b4 + C1 ln b+ C2 = 0

Сиcтема:

{
a2 + 3

4
· a4 + C1 ln a+ C2 = 0

b2 + 3
4
· b4 + C1 ln b+ C2 = 0

Решая ее, получим:{
C1 = 1

ln b+ln a
·
(

3
4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

)
C2 = −a2 − 3

4
a4 − ln a · C1{

C1 = 1
ln b+ln a

·
(

3
4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

)
C2 = −a2 − 3

4
a4 − ln a ·

(
1

ln b+ln a
·
(

3
4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

))
Учитывая, что
v = ρ2 + 3

4
· ρ4 + C1 ln ρ+ C2

C1 = 1
ln b+ln a

·
(

3
4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

)
C2 = −a2 − 3

4
a4 − ln a ·

(
1

ln b+ln a
·
(

3
4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

))
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( Задача 5 ) Задача для уравнения Пуассона в кольце

получим:

v = ρ2 +
3

4
· ρ4+

+ ln ρ ·
(

1

ln b+ ln a
·
(

3

4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

))
+

(
−a2 − 3

4
a4 − ln a ·

(
1

ln b+ ln a
·
(

3

4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

)))

2 Разберёмся с w
∆w(ρ, ϕ) = 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

w(a, ϕ) = m

w(b, ϕ) = 2m

(8)

Запишем общий вид:

w(ρ, ϕ) = A0 +B0 ln ρ+
∞∑
n=1

((Anρ
n +Bnρ

−n) · cos(nϕ) + (Cnρ
n +Dnρ

−n) · sin(nϕ))

Подставим:


w(a, ϕ) = A0 +B0 ln a+

∞∑
n=1

((Ana
n +Bna

−n) · cos(nϕ) + (Cna
n +Dna

−n) · sin(nϕ))

w(b, ϕ) = A0 +B0 ln b+
∞∑
n=1

((Anb
n +Bnb

−n) · cos(nϕ) + (Cnb
n +Dnb

−n) · sin(nϕ))

Не трудно заметить, что: при

{
w(a, ϕ) = m

w(b, ϕ) = 2m

An = Bn = Cn = Dn = 0, n ∈ [1,∞]

Получим:{
A0 +B0 ln a = m

A0 +B0 ln b = 2m
⇔

{
B0 = m

ln b−ln a

A0 = m− ln a · m
ln b−ln a

w(ρ, ϕ) = m− m ln a

ln b− ln a
+

m

ln b− ln a
· ln ρ

15
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3 Итого:

u = v + w Значит:

u = m− m ln a

ln b− ln a
+

m

ln b− ln a
·ln ρ+ρ2+

3

4
·ρ4+ln ρ·

(
1

ln b+ ln a
·
(

3

4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

))
+

+

(
−a2 − 3

4
a4 − ln a ·

(
1

ln b+ ln a
·
(

3

4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

)))
При m = 2

u = 2− 2 ln a

ln b− ln a
+

2

ln b− ln a
·ln ρ+ρ2+

3

4
·ρ4+ln ρ·

(
1

ln b+ ln a
·
(

3

4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

))
+

+

(
−a2 − 3

4
a4 − ln a ·

(
1

ln b+ ln a
·
(

3

4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

)))
Ответ:

u = 2− 2 ln a

ln b− ln a
+

2

ln b− ln a
·ln ρ+ρ2+

3

4
·ρ4+ln ρ·

(
1

ln b+ ln a
·
(

3

4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

))
+

+

(
−a2 − 3

4
a4 − ln a ·

(
1

ln b+ ln a
·
(

3

4
(a4 − b4) + (a2 − b2)

)))
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6 Задача для уравнения Лапласа в областях с плос-
кими границами

ПРОВЕРЕНО

Решить методом разделения переменных следующую задачу для уравнения Лапласа
в областях с плоскими границами:



∆u(x, y) = 2

ux(0, y) = 0

u(a, y) = y + a2

uy(x, 0) = 1

u(x, b) = x2 + b

(9)

Решение.

Пусть u = v + w. Здесь:

• v – общее однородное

• w — частное неоднородное

И пусть w = x2 + y, тогда:

∆w(x, y) = 0

wx(0, y) = 0

w(a, y) = y + a2

wy(x, 0) = 1

w(x, b) = x2 + b

и



∆v(x, y) = 0

vx(0, y) = 0

v(a, y) = 0

vy(x, 0) = 0

v(x, b) = 0

⇔



v′′xx(x, y) + v′′yy(x, y) = 0

vx(0, y) = 0

v(a, y) = 0

vy(x, 0) = 0

v(x, b) = 0

v(x, y) = X(x) · Y (y)

X(x)′′ · Y (y) +X(x) · Y (y)′′ = 0

X(x)′′

X(x)
= −Y (y)′′

Y (y)
= −λ

17
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Получим задачу Штурма-Лиувиля:
X ′′ + λX = 0

X ′x(0) = 0

X(a) = 0

Её решение:

Xn = cos

(
π + 2πn

2a

)
, λ =

(
π + 2πn

2a

)2

Далее, 
Y ′′ − λY = 0

Y ′y(0) = 0

Y (b) = 0

Y = Ae
√
λy +Be−

√
λy

Производная:
Y ′y = −

√
λ(Ae

√
λy +Be−

√
λy)

Y ′y(0) = −
√
λ(Ae

√
λ0 +Be−

√
λ0)

−
√
λ(Ae

√
λ0 +Be−

√
λ0) = 0

−
√
λ(A+B) = 0

B = −A

Ae
√
λb +Be−

√
λb = 0

Ae
√
λb − Ae−

√
λb = 0

A(e
√
λb − e−

√
λb) = 0

A = B = 0

Y = 0

Значит
v(x, y) = 0

Таким образом,

u(x, y) = w = x2 + y
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Ответ:
u(x, y) = x2 + y
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