
Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä
ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ Ìîñêâû, Çåëåíîãðàä, 1996�2016

(â îáðàòíîì õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå)
Çàäà÷è 1�4 äëÿ I êóðñà, çàäà÷è 5�8 äëÿ II� IV êóðñîâ

Àïðåëü 2016
Çàäà÷à 1. Ïóñòü ABCD � ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 1. Âû÷èñëèòü∣∣ ~AB × ~CD + ~BC × ~DA

∣∣.
Ðåøåíèå. ×òîáû âûáðàòü óäîáíûå êîîðäèíàòû, âïèøåì òåòðàýäð â êóá ñî ñòîðîíîé
2a = 1/

√
2 ñ öåíòðîì O è ð�åáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì. Òîãäà

A(a; a; a), B(a;−a;−a), C(−a; a;−a), D(−a;−a; a).

Ïîëó÷àåì ~AB × ~CD = a2(−8; 0; 0), ~BC × ~DA = a2(0; 0;−8), ãäå a2 = 1/8.
Îòâåò: √2.

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) çàäàíà ðåêóððåíòíî:

a1 = 1, an+1 =
{ a1 + . . . + an, åñëè n ÷�åòíî,

an + 1, åñëè n íå÷�åòíî.

Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ a2016 íà 24.

Ðåøåíèå. Âûïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .
an 1 2 3 4 10 11 31 32 94 95 . . .

ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ∀n ∈ N a2n+3 = 3a2n+1 + 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

a2n+3+
1
2

= 3
(
a2n+1+

1
2

)
=⇒ a2n+3+

1
2

=
(
a3+

1
2

)
·3n =

7 · 3n

2
=⇒ a2n+4 = a2n+3+1 =

7 · 3n + 1
2

.

Íàñ èíòåðåñóåò n = 1006. Íàéä�åì îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ íà 48.
(mod 16) 7 · 31006 + 1 ∼ 7 · 32 + 1 = 64 ∼ 0
(mod 3) 7 · 31006 + 1 ∼ 1

}
=⇒ 7 · 31006 + 1 ∼ 16 (mod 48).

Îòâåò: a2016 ∼ 8 (mod 24).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü lim
x→1

x2∫
x

dt

ln t
.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó t = ey.
x2∫

x

dt

ln t
=

2 ln x∫
ln x

ey

y
dy =

2 ln x∫
ln x

1 + O(y)
y

dy =

2 ln x∫
ln x

1
y

+ O(1)dy = ln |y|
∣∣∣2 ln x

ln x
+ O(lnx) −→

x→0
ln 2.
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Çàäà÷à 4. Èñòèííî ëè íà ìíîæåñòâå N âûñêàçûâàíèå ∀x ∃ y ∀ z ∃ t ∀u |x−y|u+tz ≤ uxy ?

Ðåøåíèå. Îòâåò: ëîæíî.
Çàôèêñèðóåì êàêèå óãîäíî x è y. Òîãäà ïðè z = xy + 1 è u = 1 èìååì
|x− y|u + tz ≥ z > xy = uxy.
Çàäà÷à 5. Äàíà ìàòðèöà H ðàçìåðà 10 × 10 : hij = 1 ïðè j = i + 1, îñòàëüíûå hij = 0.
Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìàòðèöû X òàêîé, ÷òî X2 = H.

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà Hk ñîñòîèò èç òàêèõ ýëåìåíòîâ: hk
ij = 1 ïðè j = i+k, îñòàëüíûå hk

ij = 0.
Òàê ÷òî H9 6= 0 = H10. Åñëè áû X2 = H, òî X18 6= 0 = X20. Íî òàê áûòü íå ìîæåò: ñ
ðîñòîì ñòåïåíåé ìàòðèöû X ðàíã Xk (ò. å. ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà {Xk~v : ~v ∈ R10}) ñòðîãî
óìåíüøàåòñÿ, à çàòåì ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ïîýòîìó ðàíãè X18 è X20 íå ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.
Çàäà÷à 6. Ñêîëüêî âñåãî ñòðî÷åê (ε1, ε2, . . . , ε21) èç 0 è 1 òàêèõ, ÷òî

ε1 + . . . + ε10 < ε11 + . . . + ε21 ?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
ε = (ε1, ε2, . . . , ε21) 7→ ε = (1− ε1, 1− ε2, . . . , 1− ε21).

Åñëè ε1+. . .+ε10 = k, ε11+. . .+ε21 = m, òî ε1+. . .+ε10 = 10−k, ε11+. . .+ε21 = 11−m. Òîãäà
k < m ⇔ 10 − k ≥ 11 −m. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ìåæäó ñòðî÷êàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ çàäà÷è, è ñòðî÷êàìè, íå óäîâëåòâîðÿþùèìè
åìó.

Îòâåò: ïîëîâèíà âñåõ ñòðî÷åê, ò. å. 220.
Çàäà÷à 7. Äâîå èãðîêîâ ïîî÷åð�åäíî íàçûâàþò ÷èñëà èç îòðåçêà [−1; 1]: a1, a2, a3, . . .

Âûèãðûâàåò 1-é èãðîê, åñëè ðÿä

∞∑
n=1

an

n
ñõîäèòñÿ, è 2-é, åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ñóùåñòâóåò ëè ó êîãî-íèáóäü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

Ðåøåíèå. Îòâåò: âûèãðûâàåò 1-é èãðîê. Îí äîëæåí äåëàòü òàêèå õîäû:
a1 = 0, a2n+1 = −a2n. Òîãäà ðÿä ñîéä�åòñÿ. Ïîñêîëüêó ñëàãàåìûå ðÿäà ñòðåìÿòñÿ ê 0,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ íå÷�åòíûìè íîìåðàìè.

S2N+1 =
N∑

n=1

(a2n

2n
− a2n

2n + 1

)
=

N∑
n=1

a2n

2n(2n + 1)
→ S ∈ R,

ò. ê.
∞∑

n=1

|a2n|
2n(2n + 1)

≤
∞∑

n=1

1
2n(2n + 1)

< +∞.

Çàäà÷à 8. Ôóíêöèÿ f : N 7→ N îïðåäåëåíà ðåêóððåíòíî: f(1) = 1, à ïðè n ≥ 2 f(n) �
ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k /∈ {f(1), . . . , f(n − 1)}, òàêîå, ÷òî k + n = 2j ïðè

íåêîòîðîì j ∈ N. Âû÷èñëèòü f(1024).

Ðåøåíèå. Âûïèñûâàÿ òàáëèöó ôóíêöèè f

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .
f(n) 1 2 5 4 3 10 9 8 7 6 . . .

ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ∀n ∈ N f(2n) = 2n. ×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, çàìåòèì, ÷òî
2n +2n = 2n+1, è ïðîâåðèì, ÷òî çíà÷åíèå f(x) = 2n íå ïîÿâèòñÿ ïðè x < 2n. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè x < 2n, òî x + 2n � íå ñòåïåíü äâóõ.

Îòâåò: f(1024) = 1024.
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Àïðåëü 2015

Çàäà÷à 1. Äàí ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê A1A2 . . . A17 ñ öåíòðîì O. Âûðàçèòü âåêòîð ~OA5

÷åðåç ~OA1 è ~OA2.

Ðåøåíèå. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó O, âîçüì�åì çà åäèíèöó ðàäèóñ îïèñàííîé
îêðóæíîñòè, è ââåä�åì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ~a, ~b, ãäå ~a = ~OA5.

~OA1 = ~a cos
8π

17
+~b sin

8π

17

~OA2 = ~a cos
6π

17
+~b sin

6π

17

Ñëîæèì ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ~b:

− ~OA1 sin
6π

17
+ ~OA2 sin

8π

17
= ~a

(
− cos

8π

17
sin

6π

17
+ cos

6π

17
sin

8π

17

)
= ~a sin

2π

17
.

Îòâåò: ~a =
1

sin
2π

17

(
~OA2 sin

8π

17
− ~OA1 sin

6π

17

)
.

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü lim
x→1

1
x− 1

x2∫
x

et2dt.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì íàéä�åòñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ, ëåæàùàÿ ìåæäó x è x2, ÷òî
x2∫

x

et2dt = (x2 − x)eξ2
.

Ïðè x → 1 èìååì ξ → 1, òàê ÷òî

1
x− 1

x2∫
x

et2dt = x eξ2 → 1 e1 = e.

Çàäà÷à 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) çàäàíà ðåêóððåíòíî: a1 = 1, an+1 = 2an+3. Âû÷èñëèòü
log3a2015.

Ðåøåíèå. Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì, ÷òî an = 2n+1 − 3.
Îòâåò: 2016 log32.
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Çàäà÷à 4. Êàëüêóëÿòîð, óïàâøèé â ëóæó, ìîæåò âûïîëíÿòü äâà äåéñòâèÿ: âìåñòî

ñëîæåíèÿ äåëàåò x⊕ y = x + y + 1, à âìåñòî óìíîæåíèÿ x� y = x2 − y2. Êîíñòàíòû, â

òîì ÷èñëå îòðèöàòåëüíûå, íàáèðàþòñÿ áåçîøèáî÷íî. Ìîæíî ëè íà ýòîì êàëüêóëÿòîðå

âû÷èñëèòü x + y è xy ?

Ðåøåíèå. Ìîæíî. Ñíà÷àëà íàó÷èìñÿ ñêëàäûâàòü: x + y = x⊕ y⊕ (−2). Çàòåì � óìíîæàòü
íà êîíñòàíòó, íàïðèìåð:

0,5x =
(
x +

1
4

)2
− x2 − 1

16
=

(
x⊕ (−0,75)

)
� x⊕ (−1,0625),

−0,5y =
(
y − 1

4

)2
− y2 − 1

16
=

(
y ⊕ (−1,25)

)
� y ⊕ (−1,0625).

Íàêîíåö, óìíîæàòü ìîæíî òàê:

xy =
(x + y)2 − (x− y)2

4
= (0,5x + 0,5y)2 − (0,5x− 0,5y)2.

Çàäà÷à 5. Íàéòè íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà 10 × 10,
ãäå aij = i.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A − kE. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû÷òåì ïåðâûé
ñòîëáåö èçî âñåõ îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ, çàòåì ê ïåðâîé ñòðîêå ïðèáàâèì âñå îñòàëüíûå ñòðîêè:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− k 1 1 . . . 1 1
2 2− k 2 . . . 2 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
9 9 9 . . . 9− k 9
10 10 10 . . . 10 10− k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− k k k . . . k k

2 −k 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
9 0 0 . . . −k 0
10 0 0 . . . 0 −k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
55− k 0 0 . . . 0 0

2 −k 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
9 0 0 . . . −k 0
10 0 0 . . . 0 −k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (55− k)(−k)9.

Îòâåò: kmax = 55.

Çàäà÷à 6. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ðÿä
∑

an ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑ an

1 + an
òîæå ñõîäèòñÿ ?

Ðåøåíèå. Äëÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ ýòî âåðíî, à â îáùåì ñëó÷àå � íåò!
Ðàññìîòðèì ñxîäÿùèéñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà ðÿä èç ñëàãàåìûõ an =

(−1)n

√
n

. Èìååì

an

1 + an
=

an(1 + an)− a2
n

1 + an
= an −

a2
n

1 + an
= an − bn.

Íî çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä èç ñëàãàåìûõ bn ðàñõîäèòñÿ: bn =
1/n

1 + (−1)n
√

n
∼ 1

n
.
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Çàäà÷à 7. Ïóñòü w0, w1, . . . wn−1 � ðàçëè÷íûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1. Âû÷èñëèòü ñóììó

S =
n−1∑
k=0

wk|1− wk|.

Ðåøåíèå. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñóììû òàêîãî âèäà:
n−1∑
k=0

sin 2kα =
1

sinα

n−1∑
k=0

sin 2kα sinα =
1

2 sinα

n−1∑
k=0

(
cos(2k−1)α−cos(2k+1)α

)
=

cos α− cos(2n + 1)α
2 sinα

.

Êîðíè ðàâíû wk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
;

|1− wk| =
√

1− 2 cos
2πk

n
+ cos2

2πk

n
+ sin2 2πk

n
=

√
2− 2 cos

2πk

n
= 2 sin

πk

n
≥ 0.

Ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà 0 â ñèëó ñèììåòðèè. Âû÷èñëèì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü:

Re S = 2
n−1∑
k=0

sin
πk

n
cos

2πk

n
=

n−1∑
k=0

(
sin

3πk

n
− sin

πk

n

)
=

=
cos

3π

2n
− cos

3π(2n + 1)
2n

2 sin
3π

2n

−
cos

π

2n
− cos

π(2n + 1)
2n

2 sin
π

2n

=
2 cos

3π

2n

2 sin
3π

2n

−
2 cos

π

2n

2 sin
π

2n

= ctg
3π

2n
−ctg

π

2n
.

Çàäà÷à 8. Ñóùåñòâóåò ëè îòîáðàæåíèå f : N 7→ N òàêîå, ÷òî f(f(n)) = 2n ∀n ∈ N ?

Ðåøåíèå. Ñóùåñòâóåò.
Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâèìî â âèäå a 2k, ãäå a íå÷�åòíîå,
k ≥ 0 öåëîå. Ðàçîáü�åì âñå íå÷�åòíûå ÷èñëà íà ïàðû (ai, bi), i = 1, 2, . . . Îòîáðàæåíèå ñòðîèòñÿ
òàê:

f(ai 2k) = bi 2k, f(bi 2k) = ai 2k+1.
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Àïðåëü 2014
Çàäà÷à 1. Ïóñòü A,B � äåéñòâèòåëüíûå ìàòðèöû 5×3. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü

det(ABT ) ?

Ðåøåíèå. Ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà 5× 5, íî å�å ðàíã íå ïðåâûøàåò ðàíã A, ò.å. 3.
Îòâåò: det(ABT ) = 0.

Çàäà÷à 2. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå P (x) = x3+ax+4 = 0 èìååò êðàòíûé êîðåíü. Íàéòè

a.

Ðåøåíèå. Êðàòíûé êîðåíü P (x) ÿâëÿåòñÿ êðíåì P ′(x) = 3x2 + a, ò.å. x = ±
√
−a/3, ÷òî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè a 6 0. Ïîäñòàâëÿåì êîðíè P ′(x) â P (x):

P (
√
|a|/3) =

|a|3/2

3
√

3
− |a|

3/2

√
3

+ 4 = −2|a|3/2

3
√

3
+ 4 = 0 =⇒ |a| = 3 3

√
4;

P (−
√
|a|/3) =

2|a|3/2

3
√

3
+ 4 > 0.

Îòâåò: a = −3 3
√

4.
Çàäà÷à 3. Êàêîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè ñîñòàâëÿþò òî÷êè, íå ëåæàùèå íè íà îäíîé

èç ïðÿìûõ y = 4C3x− C4 ?

Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì x è íàéä�åì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ y.
dy

dC
= 12C2x− 4C3 = 0 =⇒ C = 0 èëè C = 3x.

Ïðè C = 0 ïîëó÷àåì y = 0, ïðè C = 3x y = 27x4; î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y
íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ âíèç.

Îòâåò: y ≥ 27x4.
Çàäà÷à 4. Äâîå ïîî÷åð�åäíî íàçûâàþò ïî îäíîìó ÷èñëó 0 èëè 1. Ýòî äåëàåòñÿ â îáùåé

ñëîæíîñòè 2014 ðàç. Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ñóììà íàçâàííûõ ÷èñåë íå äåëèòñÿ

íà 3. Åñòü ëè ó íåãî âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

Ðåøåíèå. ×òîáû âûèãðàòü, ïåðâûé èãðîê äîëæåí äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà 2013 ÷èñåë
äåëèëàñü íà 3 ñ îñòàòêîì 1, òîãäà íèêàêîé ïîñëåäíèé õîä âòîðîãî èãðîêà íå ïðèâåä�åò ê
÷èñëó, äåëÿùåìóñÿ íà 3. Ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà òàêîâà: ïåðâûé õîä 0, çàòåì íà êàæäûé
0 âòîðîãî èãðîêà îí îòâå÷àåò 1, à íà 1 îòâå÷àåò 0. Ïîñëå 2013 õîäîâ ïîëó÷èòñÿ ñóììà
1006 = 3 · 335 + 1.
Çàäà÷à 5. Äâîå èãðîêîâ ïîî÷åð�åäíî çàïîëíÿþò êëåòêè ïóñòîé òàáëèöû 2014 × 2014.
Çà îäèí õîä ìîæíî ëþáóþ ïóñòóþ êëåòêó çàïîëíèòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.

Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè â êîíöå èãðû ïîëó÷èòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Âåðíî

ëè, ÷òî âòîðîé èãðîê ìîæåò äîáèòüñÿ ïîáåäû ïðè ëþáîé èãðå ïåðâîãî?

Ðåøåíèå. Âåðíî. Áîëåå òîãî, âòîðîé èãðîê ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà
ðàíãà íå âûøå 1007. Â îòâåò íà êàæäûé õîä ïåðâîãî èãðîêà (â êëåòêó ñ êîîðäèíàòàìè i, j)
îí äîëæåí ñòàâèòü òàêîå æå ÷èñëî â êëåòêó ñ êîîðäèíàòàìè i, 2015− j. Ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà
ñ 1007 ïàðàìè îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ.
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Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòü
∫∫∫
G

ρ(x, y, z) dx dy dz, ãäå G � ïðàâèëüíûé îêòàýäð ñ ðåáðîì a;

ρ(x, y, z) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y, z) äî ïîâåðõíîñòè îêòàýäðà.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêòàýäðà äî âåðøèíû: b = a/
√

2. Ïóñòü
íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå îêòàýäðà, êîîðäèíàòû âåðøèí (±b, 0, 0), (0,±b, 0), (0, 0,±b).
Îêòàýäð ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âñåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé; ÷àñòü, ëåæàùàÿ â ïåðâîì
îêòàíòå, çàäà�åòñÿ íåðàâåíñòâîì x + y + z < b.

∫∫∫
G

ρ(x, y, z) dx dy dz = 8

b∫
0

dx

b−x∫
0

dy

b−x−y∫
0

b− x− y − z√
3

dz =

[ïðè ôèêñèðîâàííûõ x, y ñäåëàåì çàìåíó w = b− x− y − z]

=
8√
3

b∫
0

dx

b−x∫
0

dy

b−x−y∫
0

w dw =
8

2
√

3

b∫
0

dx

b−x∫
0

(b− x− y)2dy =

[ïðè ôèêñèðîâàííîì x ñäåëàåì çàìåíó v = b− x− y]

=
8

2
√

3

b∫
0

dx

b−x∫
0

v2dy =
8

6
√

3

b∫
0

(b− x)3dx =

[ñäåëàåì çàìåíó u = b− x]

=
8

6
√

3

b∫
0

u3du =
8

24
√

3
b4 =

b4

3
√

3
=

a4

12
√

3
.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü X = {1, 2, . . . , 9}. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî îòîáðàæåíèé g : X 7→ X
òàêèõ, ÷òî 10− g(x) = g(10− x) ∀x ∈ X.

Ðåøåíèå. Èìååì óñëîâèÿ:

g(9) = 10− g(1), g(8) = 10− g(2), g(7) = 10− g(3), g(6) = 10− g(4), g(5) = 5.

Çíà÷åíèÿ g(1), . . . , g(4) ìîæíî çàäàòü ïðîèçâîëüíî 94 ñïîñîáàìè, îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿòñÿ
îäíîçíà÷íî.

Îòâåò: 94 = 6561.
Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî, êàêîâà áû íè áûëà öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà n × n,
íàéä�åòñÿ òàêîå k, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A2k −Ak äåëÿòñÿ íà 3.

Ðåøåíèå. Ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö A,A2, A3, . . . íàéäóòñÿ ñðàâíèìûå ïî mod 3.
Ïóñòü Am+p − Am äåëèòñÿ íà 3. Òîãäà ïðè âñåõ k > m Ak+p − Ak äåëèòñÿ íà 3, òàê êàê
óìíîæåíèå íà öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó íå íàðóøèò äåëèìîñòü íà 3. Âûáåðåì k > m, êðàòíîå
p, òîãäà Ak+k −Ak = Ak+p+...+p −Ak äåëèòñÿ íà 3.
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Àïðåëü 2013
Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà 10× 10 èç 0 è 1, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåí 10 ?

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü òàêîé ìàòðèöû n× n:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
... ... ... . . . ...
1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
... ... ... . . . ...
1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1− n

(èç ïåðâîé ñòðîêè âû÷ëè ñóììó îñòàëüíûõ ñòðîê). Òåïåðü ñîñòàâèì ìàòðèöó 10×10 èç òð�åõ
áëîêîâ ïî äèàãîíàëè:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1 o o o o
1 1 0 0 0 0 o o o o
1 0 1 0 0 0 o o o o
1 0 0 1 0 0 o o o o
1 0 0 0 1 0 o o o o
1 0 0 0 0 1 o o o o
o o o o o o 0 1 1 o
o o o o o o 1 1 0 o
o o o o o o 1 0 1 o
o o o o o o o o o 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −5 · (−2) · 1 = 10.

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ðåêóððåíòíî:
a1 = 1, an+1 = an − 1 ïðè ÷�åòíîì n, an+1 = an + n ïðè íå÷�åòíîì n.
Âû÷èñëèòü lim

n→∞
(an/n2).

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì an ñ ÷�åòíûìè è íå÷�åòíûìè íîìåðàìè

a2m = 1 +
m∑

k=1

(2k − 1)− (m− 1) = 1 + m2 − (m− 1) = m2 −m + 2; a2m+1 = m2 −m + 1.

Ïîëó÷àåì
lim

m→∞

a2m

(2m)2
= lim

m→∞

a2m+1

(2m + 1)2
=

1
4

Çàäà÷à 3. Ìîæíî ëè íàéòè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî 2013n = . . . 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2013

1 ?

Ðåøåíèå. 20134 = . . . 1 = 1 + 10a, a ∈ N.

(1 + 10a)10 = 1 + 10 · 10a +
10∑

k=2

Ck
10(10a)k = 1 + 100b, b ∈ N

(1 + 100b)10 = 1 + 10 · 100b +
10∑

k=2

Ck
10(100b)k = 1 + 1000c, c ∈ N

è ò.ä. Ïîëó÷àåì, ÷òî 20134·102013 äåëèòñÿ íà 102014 ñ îñòàòêîì 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x), íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå [0;+∞),
óðàâíåíèå f(x2) + 2x = f(x) + 1 èìååò ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ g(x) = f(x2) + 2x − f(x) − 1 íåïðåðûâía íà ïðîìåæóòêå [0;+∞), ïðè
ýòîì g(0) = −1, g(1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃xo ∈ (0; 1): g(xo) = 0, ò.å. xo � ðåøåíèå äàííîãî
óðàâíåíèÿ.
Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö A è B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

AB −BA = A, òî ìàòðèöà A âûðîæäåíà.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â âèäå AB = (B + I)A. Åñëè A íå âûðîæäåíà, òî ïîëó÷èì
ABA−1 = B + I. Ìàòðèöû ABA−1 è B èìåþò îäèíàêîâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

χ(λ) = det(B − λI) = det
(
A(B − λI)A−1

)
= det(ABA−1 − λI).

Îäíàêî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöûB+I ðàâåí χ1(λ) = χ(λ−1). Íå ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí χ íåíóëåâé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî χ(λ− 1) = χ(λ) ∀ λ. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàäà÷à 6. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì f(4) = 1, f(9) = 11, f ′(4) = 0 ?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ìíîãî÷ëåí ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (t) =
f(4 + t), åãî êîýôôèöèåíòû òàêæå öåëûå. Äëÿ íåãî èìååì P (0) = 1, P ′(0) = 0, P (5) = 11,
ñëåäîâàòåëüíî,

P (t) = 1 + c2t
2 + c3t

3 + . . . + cntn; P (5) = 1 + 25(c2 + 5c3 + . . . + 5n−2cn) = 11.

Òàêîãî íå ìîæåò áûòü, òàê êàê 11− 1 íå äåëèòñÿ íà 25.

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòü lim
n→∞

n
1p + 2p + . . . + np

1p+1 + 2p+1 + . . . + np+1
(p > 0).

Ðåøåíèå. Îöåíèì ñóììó ÷åðåç èíòåãðàë.
∫ k

k−1
xpdx < kp <

∫ k+1

k
xpdx;

np+1

p + 1
=

∫ n

0
xpdx < 1p + . . . + np <

∫ n+1

1
xpdx =

(n + 1)p+1 − 1
p + 1

Ïðè n →∞ èìååì ýêâèâàëåíòíîñòü ((n + 1)p+1 − 1) ∼ np+1, ïîýòîìó ïîëó÷àåì

1p + . . . + np ∼ np+1

p + 1
.

Çàìåíèâ â íàøåé äðîáè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ýêâèâàëåíòíûå, ïîëó÷àåì ïðè n →∞

n
1p + . . . + np

1p+1 + . . . + np+1
∼ n

np+1/(p + 1)
np+2/(p + 2)

−→ p + 2
p + 1

Çàäà÷à 8. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå x(x + y)y′ = x + xy + y2.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z(x) = x + y. Óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
xz(z′ − 1) = x + z(z − x), ò.å. xzz′ = x + z2, ò.å. (z = 0 íå ðåøåíèå)

z′ =
z

x
+

1
z
.

Ýòî óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå u′ = u/x äàñò u = x, òàê ÷òî
áóäåì èñêàòü z â âèäå z = xv.

v + xv′ = v +
1
xv

; vdv =
dx

x2
; v2 = C − 2

x

v = ±
√

C − 2/x z = ±
√

Cx2 − 2x

Îòâåò: y = ±
√

Cx2 − 2x− x.
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Àïðåëü 2012
Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ A3 = 2E, òî
ìàòðèöà A− E íåâûðîæäåíà.

Ðåøåíèå. Åñëè A−E âûðîæäåíà, òî âûðîæäåíà è ìàòðèöà (A−E)(A2+A+E) = A3−E = E.
Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà ðåêóððåíòíî: x1 = a, xn+1 =

√
1− x2

n.

Ïðè êàêèõ a ñóùåñòâóåò lim
n→∞

xn ?

Ðåøåíèå. Äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 èìååì xn+2 =
√

1− (1− x2
n) = |xn|. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò

ïðåäåëû lim
k→∞

x2k−1 = |a| è lim
k→∞

x2k =
√

1− a2. Îíè ñîâïàäóò ïðè a = ±1/
√

2.

Îòâåò: a = ±1/
√

2.

Çàäà÷à 3. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà
(
3 +

√
17

)2012
+

(
3−

√
17

)2012
íà 5.

Ðåøåíèå. Èç ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∀n = 0, 1, 2, . . . ÷èñëî bn =
(
3 +√

17
)n+

(
3−
√

17
)n öåëîå. Âûâåäåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå òèïà Ôèáîíà÷÷è, ñïðàâåäëèâîå

äëÿ íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëà λ1,2 = 3 ±
√

17 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ λ2 −
6λ − 8. Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëÿìè λ1,2 è èõ ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ bn+2 − 6bn+1 − 8bn = 0. Èòàê,

bn+2 = 6bn+1 + 8bn ≡ bn+1 + 3bn(mod5).

Çíàÿ b0 = 2, b1 = 6 ≡ 1(mod5), áóäåì ðåêóððåíòíî âû÷èñëÿòü îñòàòêè îò äåëåíèÿ bn íà 5.
Ïàðû ñîñåäíèõ îñòàòêîâ áóäóò ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ! Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
bn(mod5) 2 1 2 0 1 1 4 2 4 0 2 2 3 4

Ïîñêîëüêó 3 ≡ −2 è 4 ≡ −1(mod5), ìû âèäèì, ÷òî b12 ≡ −b0 è b13 ≡ −b1(mod5), îòêóäà
â ñèëó ðåêóðñèè ñëåäóåò bn+12 ≡ −bn(mod5) ∀n = 0, 1, 2, . . ., è îñòàòêè îò äåëåíèÿ bn íà 5
ïîâòîðÿþòñÿ ñ ïåðèîäîì 24. Ïîëó÷àåì

b2012 = b83·24+20 ≡ b20 ≡ −b8 ≡ −4 ≡ 1(mod5).

Îòâåò: 1.
Çàäà÷à 4. Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ x ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ

0 < f(x) ≤ 1√
f2(x)− x2

. Äîêàçàòü, ÷òî ∃ lim
x→+∞

f(x)
x

, è âû÷èñëèòü åãî.

Ðåøåíèå.

0 < f(x) ≤ 1√
f2(x)− x2

=⇒ 0 < f(x)
√

f2(x)− x2 ≤ 1 =⇒
{

0 < f2(x)− x2 ≤ f−2(x)
f(x) > 0

Ïoëó÷àåì îöåíêó x < f(x) ≤
√

x2 + f−2(x) <
√

x2 + x−2 = x(1 + o(1)) ïðè x → +∞.

Îòâåò: lim = 1.
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Çàäà÷à 5. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n ≥ 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå A = B + C, ãäå B2 = B, C3 = 0 ?

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà âîçüì�åì A = 2E. Ïóñòü 2E = B + C. Òîãäà

0 = C3 = (2E −B)3 = 8E − 12B + 6B2 −B3 = 8E − 7B =⇒ B =
8
7
E =⇒ B2 6= B.

Îòâåò: íåâåðíî.
Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî x3 + y3 + xy ≤ 1/27 ïðè x, y ∈ [−2; 0].

Ðåøåíèå. Íà êîìïàêòå [−2; 0]× [−2; 0] ôóíêöèÿ f(x, y) = x3 + y3 + xy äîñòèãàåò ìàêñèìóì
ëèáî âî âíóòðåííåé, ëèáî â ãðàíè÷íîé òî÷êå. Åñëè ìàêñèìóì âî âíóòðåííåé òî÷êå, òî â íåé
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà{

∂f/∂y = 3x2 + y = 0
∂f/∂x = 3y2 + x = 0

=⇒
{

y = −3x2

27x4 + x = 0
=⇒

[
x = y = −1/3
x = y = 0 (íå âíóòðåííÿÿ)

Â íàéäåííîé òî÷êå èìååì f(−1/3,−1/3) = 1/27.
Òåïåðü ñìîòðèì íà ãðàíèöå. Ïðè x = 0 èëè y = 0 èìååì f = 0; ïðè x = −2 áóäåò

f(2, y) = y3 − 2y − 8 ≤ −2y − 8 < 0, àíàëîãè÷íî ïðè y = −2.

Çàäà÷à 7. Íàéòè ñóììó ðÿäà

∞∑
n=2

2n− 1
n3 − n

.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ïðàâèëüíóþ äðîáü â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé
(ñì. www.BauMO.narod.ru/MA2.pdf, ëåêöèÿ 2):

2n− 1
n3 − n

=
1
2

( 1
n− 1

+
2
n
− 3

n + 1

)
.

Òîãäà ìû ñìîæåì âû÷èñëèòü ñóììó òàêèì ïóò�åì:

1
2

∞∑
n=2

( 1
n− 1

+
2
n
− 3

n + 1

)
=

1
2

( ∞∑
n=2

( 1
n− 1

− 1
n

)
+ 3

∞∑
n=2

( 1
n
− 1

n + 1

))
=

=
1
2

(
1− 1

2
+

1
2
− 1

3
+

1
3
− 1

4
+ . . .

)
+

3
2

(1
2
− 1

3
+

1
3
− 1

4
+

1
4
− 1

5
+ . . .

)
=

1
2
· 1 +

3
2
· 1
2

=
5
4
.

Îòâåò: 5/4.
Çàäà÷à 8. Âû÷èñëèòü

∫∫
Σ

f(M)dS, ãäå Σ − ñôåðà ðàäèóñà R, a f(M) − ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè M äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ñôåðû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü R = 1. Âîçüì�åì ñôåðó Σ = {x2 + y2 + z2 = 1} ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé
(0; 0; 1). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ñïðîåöèðóåì îáå ïîëóñôåðû Σ íà ïëîñêîñòü
Oxy, ïðè ýòîì ñåêàíñ óãëà íàêëîíà

√
1 + |∇z|2 = 1/

√
1− x2 − y2. Ââåä�åì íà ïëîñêîñòè Oxy

ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ρ, ϕ. Äàëåå ââåä�åì íîâóþ ïåðåìåííóþ α = arcsin ρ. Òîãäà

f(M) =
{

2 sin(α/2), z > 0
2 sin((π − α)/2), z < 0

12



∫∫
Σ

f(M)dS =

2π∫
0

dϕ

1∫
0

2 sin(α/2)√
1− ρ2

ρdρ +

2π∫
0

dϕ

1∫
0

2 sin((π − α)/2)√
1− ρ2

ρdρ =

= 4π

1∫
0

sin(α/2) + sin((π − α)/2)√
1− ρ2

ρdρ = 4π

π/2∫
0

sin(α/2) + sin((π − α)/2)
cos α

sin α d sinα =

= 4π

π/2∫
0

(
sin

α

2
+ sin

π − α

2

)
sinαdα = 4π

π∫
0

sin
α

2
sinαdα =

= 2π

π∫
0

cos
α

2
− cos

3α

2
dα = 2π

(
2 sin

α

2
− 2

3
sin

3α

2

)∣∣∣∣π
0

= 2π
(
2 · 1− 2

3
· (−1)

)
=

16π

3
.

Îòâåò: 16πR3/3.
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Àïðåëü 2011
Çàäà÷à 1. Íàéòè ïëîùàäü êâàäðàòà ABCD, âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà êðèâîé y =

x− 1
x
.

Ðåøåíèå. Êâàäðàò äîëæåí èìåòü òîò æå öåíòð ñèììåòðèè, ÷òî è ãèïåðáîëà, ò.å. O. Òîãäà
âåðøèíû êâàäðàòà èìåþò êîîðäèíàòû (a; b), (b;−a), (−a;−b), (−b; a). Äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü
â óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ïåðâûå äâå âåðøèíû:{

a− 1/a = b
b− 1/b = −a

=⇒
{

a2 − 1 = ab
b2 − 1 = −ab

=⇒ a2 + b2 − 2 = 0.

Äëèíà äèàãîíàëè êâàäðàòà d = 2
√

a2 + b2. Äàæå íå âû÷èñëÿÿ a è b, ïîëó÷àåì S = d2/2 =
2(a2 + b2) = 4.
Çàäà÷à 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî [2x+1] ≤ 7x+3 (çäåñü [a] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà

a).

Ðåøåíèå. Ïóñòü S = {[2x + 1] ≤ 7x + 3}. Â ñèëó íåðàâåíñòâ 2x < [2x + 1] ≤ 2x + 1 ïîëó÷àåì
âëîæåíèÿ ìíîæåñòâ

{2x + 1 ≤ 7x + 3} ⊂ S ⊂ {2x ≤ 7x + 3}, ò.å. [−0,4;+∞) ⊂ S ⊂ [−0,6;+∞).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü îòðåçîê [−0,6;−0,4]. Íà í�åì [2x + 1] èìååò ðàçðûâ:
íà [−0,6;−0,5) áóäåò [2x + 1] = −1 ≤ 7x + 3 ⇐⇒ x ≥ −4

7
;

íà [−0,5;−0,4] áóäåò [2x + 1] = 0 ≤ 7x + 3 ⇐⇒ x ≥ −3
7
.

Òàêèì îáðàçîì, S ∩ [−0,6;−0,4] = [−4
7
;−0,5) ∪ [−3

7
;−0,4].

Îòâåò: S = [−4
7
;−0,5) ∪ [−3

7
;+∞).

Çàäà÷à 3. Îáðàçóþò ëè ìíîãî÷ëåíû fk(x) = (x− k)(x− k − 1) . . . (x− k − n + 1) ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ cèñòåìó ?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó èç çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ â âûáðàííûõ òî÷êàõ:
f1(0) f1(1) . . . f1(n− 1)
f2(0) f2(1) . . . f2(n− 1)
. . . . . . . . . . . .

fn(0) fn(1) . . . fn(n− 1)

 =


∗ 0 0 . . . 0
∗ ∗ 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗ . . . ∗


(çäåñü ∗ îáîçíà÷àåò ëþáîå ÷èñëî 6= 0). Âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíà, ò.å. å�å
ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èç ýòîãî ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ.
Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêàÿ, ÷òî ∀x f(f(x)) = |x|−2x ?

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f äîëæíà áûòü èíúåêòèâíîé, ïîñêîëüêó f ◦f èíúåêòèâíà. Íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåë�åííàÿ íà âñåé R, ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé ⇐⇒ ñòðîãî ìîíîòîííà. Åñëè f
âîçðàñòàåò, òî f ◦ f âîçðàñòàåò. Åñëè f óáûâàåò, òî f ◦ f îïÿòü æå âîçðàñòàåò. Íî ôóíêöèÿ
|x| − 2x óáûâàåò!

Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.
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Çàäà÷à 5. Íà ïîëêå ñòîÿò 25 òîìîâ. Ðàçðåøàåòñÿ áðàòü ëþáûå 4 êíèãè (íå îáÿçàòåëüíî
ñòîÿùèå ðÿäîì) è ïåðåñòàâëÿòü èõ öèêëè÷åñêè. Ìîæíî ëè ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê

ïîëó÷èòü îáðàòíîå ðàñïîëîæåíèå êíèã ?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (a → b → c → d →) öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó êíèã a, b, c, d.
Åñëè òàêóþ ïåðåñòàíîâêó ñäåëàòü äâàæäû, ïîëó÷àòñÿ 2 ïîïàðíûå ïåðåñòàíîâêè: a ↔ c,
b ↔ d. Íóæíàÿ íàì ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà çà 12 øàãîâ:
(1 → 2 → 25 → 24 →)2(3 → 4 → 23 → 22 →)2 . . . (11 → 12 → 15 → 14 →)2.

Îòâåò: ìîæíî.
Çàäà÷à 6. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà A ðàçìåðà n× n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

A = AT + A−1 ?

Ðåøåíèå. A−1 = A − AT � êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðè íå÷�åòíîì n îíà âûðîæäåíà,
ò.ê. ïðè óìíîæåíèè âñåõ ñòðîê íà −1 îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà (−1)n. Ïðè ÷�åòíîì n
ñóùåñòâóåò èñêîìàÿ ìàòðèöà A ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè: ïóñòü îíà ñîñòîèò èç ñòîÿùèõ íà
äèàãîíàëè áëîêîâ [

0 i/
√

2
−i/

√
2 0

]
.

Ìàòðèöà ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íå ñóùåñòâóåò. Äîìíîæèì óðàâíåíèå íà A ñïðàâà:
A2 = AT A+E. Ìàòðèöà AT A ñèììåòðè÷íà, å�å ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn ≥ . . . ≥ λ2 ≥ λ1 ≥ 0.
Å�å îïðåäåäèòåëü ðàâåí

|AT A| = |A|2 = λ1 · λ2 · . . . · λn.

Äëÿ ìàòðèöû A2 = AT A + E ïîëó÷àåì
|A2| = |A|2 = (λ1 + 1)(λ2 + 1) . . . (λn + 1).

Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 7. Äëÿ ôóíêöèè f(x) =
∞∑

n=1

xn

1− xn
âû÷èñëèòü f (10)(0).

Ðåøåíèå. Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1, ò.ê. ïðè n → ∞ xn

1− xn
∼ xn.

Ðàçëîæèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ñòåïåííîé ðÿä:

f(x) =
∞∑

n=1

∞∑
k=1

(xn)k = (x + x2 + x3 + . . .) + (x2 + x4 + x6 + . . .) + (x3 + x6 + x9 + . . .) + . . .

×åòûðå ðàçà âñòðåòèòñÿ ñëàãàåìîå x10 = (x2)5 = (x5)2 = (x10)1. Íåíóëåâóþ 10-þ ïðîèçâîäíóþ
â íóëå èìååò òîëüêî îíî.

Îòâåò: 4 · 10!

Çàäà÷à 8. Ìîæåò ëè óðàâíåíèå z2+a|z|+b = 0 (a, b ∈ C) èìåòü 20 ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ
êîðíåé ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ρ = |z|, a = A + iα, b = B + iβ. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå êàê z2 = −a|z| − b

è âîçüì�åì êâàäðàòû ìîäóëåé: ρ4 = (Aρ + B)2 + (αρ + β)2.

Ýòî óðàâíåíèå 4-é ñòåïåíè èìååò íå áîëåå 4 íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ρ. Ïðè êàæäîì òàêîì
ρ íàõîäèì z = ±

√
−aρ− b. Òàêèì îáðàçîì, êîðíåé z ìîæåò áûòü íå áîëüøå âîñüìè.

Îòâåò: íå ìîæåò.

15



Àïðåëü 2010
Çàäà÷à 1. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 4×4 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû è ìàòðèöû ðàíãà 1 ?

Ðåøåíèå. Åñëè ìàòðèöà ðàíãà 2, òî, âû÷òÿ èç íå�å ìàòðèöó ðàíãà 1, ïîëó÷èì ìàòðèöó ðàíãà
íå âûøå 3, ò.å. âûðîæäåíóþ.

Îòâåò: íåâåðíî.
Çàäà÷à 2. ×åðåç òî÷êè A, B ïàðàáîëû ïðîâåäåíû äâå êàñàòåëüíûå ê íåé. Îíè îêàçàëèñü

ïåðïåíäèêóëÿðíûìè. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê AB ñîäåðæèò ôîêóñ ïàðàáîëû.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è òàêîé ìàñøòàá, ÷òîáû ïàðàáîëà çàäàâà-
ëàñü óðàâíåíèåì y = x2/2, òîãäà ôîêóñ F (0; 1/2). Ïóñòü A(a; a2/2), B(b; b2/2). Òàíãåíñû
óãëîâ íàêëîíà êàñàòåëüíûõ: tg α = a, tg β = b; α−β = π/2 =⇒ b = −1/a. Èòàê,B(−1/a; 1/2a2).
Ïðîâåðèì êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ ~FA è ~FB:

~FA =
(

a
a2−1

2

)
; ~FB =

(
−1/a
1−a2

2a2

)
;

∣∣∣∣ a −1/a
a2−1

2
1−a2

2a2

∣∣∣∣ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, F ∈ AB.
Çàäà÷à 3. Ïðè êàêèõ a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ ïðàâèëîì

x1 = a, xn+1 = 4
√

xn − 3− xn + 6, îïðåäåëåíà ïðè âñåõ n ∈ N ?

Ðåøåíèå. Äëÿ ∃x2 íåîáõîäèìî óñëîâèå a ≥ 3. Äëÿ ∃x3 íåîáõîäèìî x2 ≥ 3, ò.å.
4
√

a− 3− a + 3 ≥ 0 =⇒ a ≤ 19.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè äâà óñëîâèÿ äîñòàòî÷íû (ïî ïðèíöèïó ìàòåì. èíäóêöèè ýòî áóäåò âûòåêàòü
èç óòâåðæäåíèÿ: 3 ≤ xn ≤ 19 =⇒ 3 ≤ xn+1 ≤ 19). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè f(x) =
4
√

x− 3− x + 6 èìååì f(3) = 3, f(19) = 3;

f ′(x) =
2√

x− 3
− 1 = 0 ïðè x = 7, f(7) = 7,

íà [3; 7] f ↗, íà [7; 19] f ↘, òàê ÷òî â òî÷êå 7 ìàêñèìóì, è 3 ≤ x ≤ 19 =⇒ 3 ≤ f(x) ≤ 7.
Çàäà÷à 4. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà 2 íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà

S1, S2 òàê, ÷òîáû ∀x ∈ S1, y ∈ S2 ÷èñëî x + y áûëî ïðîñòûì ?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå âîçìîæíî. Ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷�åòíûõ ÷èñåë
� ñîñòàâíîå ÷èñëî, è ñóììà ëþáûõ äâóõ íå÷�åòíûõ ÷èñåë � ñîñòàâíîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî,
âñå ÷�åòíûå â S1, à âñå íå÷�åòíûå â S2. Íî 4 + 5 = 9 ñîñòàâíîå � ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò: íåëüçÿ.
Çàäà÷à 5. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé è íåâûðîæäåííîé ìàòðèö ?

Ðåøåíèå. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû A ðàâíîñèëüíû óìíîæå-
íèþA ñëåâà íà íåâûðîæäåíóþ ìàòðèöóB. Ïî àëãîðèòìó Ãàóññà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ñòðîê ìîæíî ïîëó÷èòü äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D. Tàêèì îáðàçîì, A = B−1 ·D.

Îòâåò: âåðíî.
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Çàäà÷à 6. Ïðèäóìàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî îáùåå ðåøåíèå èìåò âèä

y = C1 + C2x
2.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå äîëæíî áûòü îäíîðîäíûì ëèíåéíûì âòîðîãî ïîðÿäêà: y′′ + p(x)y′ +
q(x)y = 0. Ïîäñòàâèì íóæíûå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ y1 = 1, y2 = x2:

2 + 2xp(x) + x2q(x) = 0; q(x) = 0 =⇒ p(x) = −1/x.

Îòâåò: y′′ − y′/x = 0, à åù�å ëó÷øå: xy′′ − y′ = 0.
Çàäà÷à 7. Îïðåäåëèòü, ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

1√
1

+
1√

1 +
√

2
+

1√
1 +

√
2 +

√
3

+ . . . (1)

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, îöåíèâ çíàìåíàòåëè ñíèçó.
√

1 +
√

2 + . . . +
√

n >

∫ n

0

√
t dt =

2
3
n3/2.

è òîãäà ðÿä (1) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì
∞∑

n=1

3
2n3/2

.
Îòâåò: ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 8. Äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) =
∫ ∞

0

dt

(1 + t2)(1 + tx)
âû÷èñëèòü ϕ′(2010).

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó u = arctg t.

ϕ(x) =
∫ π/2

0

du

1 + tgx u
=

∫ π/4

0

du

1 + tgx u
+

∫ π/4

0

du

1 + ctgx u
≡ π

4
,

ïîñêîëüêó, îáîçíà÷èâ T = tgx u, èìååì 1
1 + T

+
1

1 + T−1
=

1
1 + T

+
T

1 + T
= 1.

Îòâåò: 0.
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